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　　摘　要 :　基于隐马尔可夫模型的多频率线跟踪算法 ,能在很低的 SNR环境下工作 ,但量化误差较大 ,和计算量

大.本文提出另一种选择量测向量和计算量测概率的方法 ,创造条件减小量化误差.又经简单论证 ,将 EM算法和 HMM

用于多频率线跟踪 ,严格地 (而不是启发式地)得到 EM2HMM算法 ,可以极大地减少计算量.本文又提出获得初始估计

以启动 EM2HMM算法的二种方法.仿真计算表明 ,所提的算法是有效的.
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Abstract : 　The HMM based multiple frequency line tracking algorithms of work well under very low SNR ,except for a high

complexity of computation and for generally unnegligible quantization error. In this paper a new choice of measurement vector and the

corresponding computation of measurement probability are presented to reduce the quantization error. And to reduce the computation

burden ,the idea of the EM algorithm is applied to the multiple frequency line case and the EM2HMM tracking algorithm is naturally

developed. Finally ,two methods for initializing the EM2HMM algorithm are presented. Simulations show that all these are effective.
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1　引言
　　受强烈噪声污染的缓慢时变频率线的估计和跟踪 ,近年

来受到国际信息界的关注 [1～5 ] .此问题也是固定频率估计问

题的自然拓广. 固定频率估计的一个实用方法 ,是二步算

法[6 ] .假设噪声为正态分布 ,先将测量数据进行 FFT.由谱线

幅值最大处 ,得到频率的近似值 (频率粗估计) .然后以非线性

最优化方法 ,在粗估计值的一个邻域内 ,寻求频率的极大似然

估计 (频率精估计) .在信噪比 (SNR)高于阈值时 ,这种二步法

的均方误差可接近 C2R(Cramer2Rao)下界[6 ] .当 SNR低于阈值

时 ,FFT谱线幅值最大处未必是真实频率的近似位置 ,由于似

然函数的多峰值性 ,精估计误差就难保证接近 C2R下界.

对缓慢时变的频率线跟踪 ,可以将测量时间适当分段.在

每个时段中 ,认为频率是常数 ,而用上述方法估计该时段中的

频率的平均值.但是在 SNR低于阈值时 ,需另设法.文 [1～3 ]

提出了基于隐马尔可夫模型 ( HMM)的频率线跟踪算法.用马

尔可夫模型将各测量时段的频率统计地联系起来.尽管不同

时段的信号频率可能不同 ,但是其他时段的测量仍然对估计

本时段的频率提供帮助.因此可得到较好的估计.但是文 [1～

3]中的方法有三个缺点 : (1)由于在计算量测概率 (measure2
ment probability)时 ,假设马尔可夫模型的每一个状态所对应的

细频区 (cell)宽度最小为 2π/ N ,因此存在一个量化误差 ,量级

大于所给测量条件下的 CR下界所对应的误差量级 ( N - 3/ 2) .

所以 HMM方法的结果相当于前述固定频率估计中的粗估

计.引入 HMM的作用只是提高了粗估计在真实频率附近的

置信概率.在实践中可能需要进一步提高估计的精度 ; (2)文

[1～3 ]在计算量测概率时 ,假设已知信号的振幅.在实践中它

们也需要进行估计.在文 [ 7 ]中 ,将此问题转化成多次调用

Viterbi算法 ,增加了计算量 ; (3)在多频率线情况下 ,计算量随

目标数指数性地激增.

本文提出构成量测向量和计算量测概率的新方法 ,可以

减小每个状态所对应的频区宽度到所需程度 ,以减小量化误

差.而且不必已知各信号的振幅.但是 ,在减小状态所对应的

频区宽度的同时 ,状态总数相应增加 ,跟踪算法的计算量也随

之增加.在多频率线情况下更是严重.本文受文[8 ,9 ]的启发 ,

将 EM( Expectation2Maximization)算法思想用于多频率线跟踪.

并论证指出将此思想和 HMM用于解跟踪问题的极大验后估
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计 ,将严格地得出 EM2HMM算法.此算法将 m 条频率线的跟

踪算法分解为 m 个单频率线跟踪 ,大大减少计算量 ,而且这

些单频率线跟踪可以并行计算.

在本文所给噪声分布条件下 ,EM2HMM算法是收敛的.但

不能保证收敛到总体极值点.因此 ,初始估计很重要.本文提

出二个获得初始估计的方法 ,仿真结果指出本文所提算法是

有效的.

2　基于 HMM的频率线跟踪算法 ,一种新的计算量

测概率的方法

　　隐马尔可夫序列是具有有限个状态的马尔可夫序列 .但

是其状态序列不能直接观测 ,只能通过某个观测序列来估计.

当模型参数已给定 ,及给定了观测序列 ,则隐马尔可夫模型的

状态序列的实现的极大验后估计 ,可用 Viterbi 算法来求

得[12 ] .

为了将 HMM方法用于频率线跟踪 ,文 [1～3 ]的做法是 ,

首先把可能的频率变化范围分割成 ns个小区间.每个小区间

称为一个 cell (暂称为细频区) ,对应于马尔可夫链的一个状

态 ,顺序编号为 1 ,2 , ⋯, ns .再定义一个零状态 ,表示频率线处

于系统跟踪范围以外 ,或根本不存在信号.把测量数据序列分

成 NT段 (块) ,第 K个数据块对应的时间区间为 ( ( K - 1) N ,

KN) ,简称时段 K. N 为每段数据长度.假设被估频率在每个

时段内是常数.又假设不同的时段之间 ,频率的变化符合马尔

可夫链特点 ,可用状态转移概率来表征.文 [1 ]给出了状态转

移概率的计算法 ,在实践中是可行的.将每个测量数据块变换

成适当的观测 (向)量 (或称量测向量) ,从而得到观测序列 (或

称量测序列) .

现在的关键是计算观测概率 (或称量测概率) .这和所选

定的观测 (向)量有关.文 [1～3 ]给出了一种计算量测概率的

方法.以每块测量数据的 FFT的某些谱线的模构成量测向量 ,

并假设被估频率为 2πi/ N , i 为 0到 N - 1间的一个整数 ,从

而得到量测概率的表达式.这种假设意味着马尔可夫模型的

每个状态所对应的 cell的频宽为 2π/ N .因此存在较大的量化

误差.下面我们取消以上假设 ,给出另一种方法 ,以期减小量

化误差.

设在某测量时段 K,测量数据序列可表示为

{ z ( k ; K) , k = 0 ,1 , ⋯, N - 1} (1)

其中 (注意 k和 K的区别 , K为时段号 , k 为 K时段中的采样

序号) :

z ( k ; K) = ∑
m

p =1

ApKexp (j (ωpKk +θpK) ) + n ( k ; K) (2)

m为已知的信号源数 , ApK ,ωpK和θpK分别表示第 p个信号在 K

时段的振幅 ,频率和初相位. n ( k ; K)是在 K时段的测量噪

声.设{ n ( k ; K) }为零均值平稳复高斯白噪声序列 ,其实部和

虚部的方差为σ2 .令{ Z ( i ; K) , i = 0 ,1 , ⋯, N - 1}为{ z ( k ; K) }

的 FFT ,则

Z ( i ; K) = So ( i ; K) + No ( i ; K) (3)

其中　So ( K) = ∑
m

p =1

Sp ( i ; K) (4)

　Sp ( i ; K) =
1
N ∑

N - 1

k =0

ApKexp (j (ωpK -
2πi
N

) k + jθ)

= ApKexp (jθpK) W (ΔωpK ( i) ) exp (j ( N - 1
2

)ΔωpK ( i) )

(5)

W (ΔωpK ( i) ) =
sin ( NΔωpK ( i) / 2)

Nsin (ωpK ( i) / 2)
(6)

ΔωpK ( i) =ωpK -
2πi
N

(7)

No ( i ; K) =
1
N ∑

N - 1

k =0

n ( k ; K) exp ( - j
2πi
N

k) (8)

序列{ Z ( i ; K) }共含有 N个复数 ,每个复数 Z ( i ; K)对应于一

个以 2πi/ N为中心、宽度为 2π/ N的小频区 (bin) :

2π( i - 015)
N

,
2π( i + 015)

N

称 Z ( i ; k)为对应于此小频区的谱线 (简称为第 i 条谱线)的

复振幅.不难证明 ,{ No ( i , K) }是零均值复高斯平稳白噪声序

列 ,其实部和虚部序列也互相独立.实部和虚部的方差都为

σ2
c =σ2/ N .各条谱线的复振幅也互相独立.

设{ Z ( i ; K) }在系统跟踪范围所覆盖的频带内 ,共含有

M根谱线 : Z ( i1 ; K) , ⋯, Z ( iM ; K) .现在要根据这 M 根谱线

提供的信息来估计 m 个信号的频率.我们只根据 M 根谱线

( M≥m)而不是全部谱线.这是为了减小系统的数据存储负

担.根据文 [13 ] ,只要 M 选取适当 ,虽然 M ν N ,但对估计精

度影响很小 ,也有利于抗干扰.

令　ZK = ( Z ( i1 ; K) , ⋯, Z ( iM ; K) ) T

SK = ( So ( i1 ; K) , ⋯, So ( iM ; K) ) T (9)

SpK = ( Sp ( i1 ; K) , ⋯, Sp ( iM ; K) ) T

NoK = ( No ( i1 ; K) , ⋯, No ( iM ; K) ) T

EpK ( i) = W (ΔωpK ( i) ) exp (j ( ( N - 1) / 2)ΔωpK ( i) ) (10)

EpK = ( EpK ( i1) , ⋯, EpK ( iM) ) T (11)

EK = ( E1 K⋯EpK⋯EmK) Mxm (12)

定义信号复振幅向量

ACK = ( A1 Kexp (jθ1 K) , ⋯, AmKexp (jθmK) ) T (13)

则　SpK = EpKAPKexp (jθpK) (14)

SK = EKACK

ZK = EK ACK + NoK (15)

根据式 (15) ,由最小二乘拟合原理 , ACK的估计应为

ÂcK = ( EH
K EK) - 1 EH

KZK (16)

不难得到在给定测量数据 ZK下 ,各信号频率的似然函数

f ( ZK|ω1 , ⋯,ωm) = (2πσ2
c)

- Mexp ( -
1

2σ2
c

( ZK - S K) H( ZK - S K) )

= ( 2πσ2
c ) - M exp ( -

1
2σ2

c

( ZH
KZK - ZH

KEK ( EH
KEK) - 1

EH
KZK) ) (17)

所以如果选择 ZK = ( Z ( i1 ; K) , ⋯, Z ( iM ; K) ) T作为 K时

段的观测向量 ,式 (17)就给出了状态为 (ω1 , ⋯,ωm)的量测概

率 (密度) .这里并不要求马尔可夫模型每个状态所对应的细

频区 (cell)正好和测量数据 FFT的小频区 (bin)相重合.这样就

有可能减少量化误差.我们可以将每个 bin均分为整数 Ko个
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cell .每个 cell对应于一个状态 ,当信号频率处于某状态 ,就可

由式 (17)计算给定 ZK下的量测概率.这里也无须已知信号的

ACK.但是为了 ( EH
K EK)的逆存在 ,充要条件是 M ≥m.并且在

同一 cell中 ,不能同时存在二个信号.否则 ,二者应视为一个

信号 ,这时 m相应减一.当信号不存在 ,或信号频率远在系统

跟踪范围之外 ,我们定义马尔可夫链处于零状态.式 (17)退化

为

f ( ZK| 0) = (2πσ2
c)

- Mexp ( -
1

2σ2
c
ZH

KZK) (18)

由于在调用 Viterbi算法时 ,引入比例因子不会影响运算

结果[12 ] ,而

(2πσ2
c) - Mexp ( -

1
2σ2

c
ZH

KZK) ≠0

因此可以取为比例因子 ,所以可以得到量测概率的算式如下 :

在非零状态 j时

bj ( ZK) = exp ( 1
2σ2

c

( ZH
K EK ( EH

K EK) - 1 EH
KZK) (19)

当状态为零时

bo ( Zk) = 1 (20)

其中 EK由状态 j所对应的频率代入式 (10)和 (12)而算得.

在单频率线情形下 , EK是 m 维列向量 ,式 (19)无矩阵求

逆.在得到量测向量序列 OT = { ZK , K = 1 , ⋯, NT}后 ,可调用

单频率线跟踪的 Viterbi 算法[1 ]得到频率序列{ωK}的极大验

后估计 ,即

　　{ω̂K} = arg max Pr (ω1 , ⋯,ωNT| OT)

= arg max ( f ( OT| {ωK} ) f ({ωK} ) (21)

这里 f ( OT| {ωK} )是在{ωK}下的 OT的条件概率密度 ,不难得

出

f ( OT| {ωK} ) = ∏
N

T

k =1

(2πσ2
c) - Mexp ( -

1
2σ2

c

( ZK - SK) H ( ZK - SK) )

(22)

f ({ωK} )是序列{ωK}的概率密度函数.

使用 Viterbi 算法跟踪单频率线 ,计算量为 O ( ( ns +

1) 2 NT) .如果直接运用 Viterbi算法跟踪 m条频率线[2 ,3 ] ,计算

量激增至 O ( ( ns + 1) 2 mNT) .现在 ,为了减少量化误差 ,又引进

Ko > 1 , nS 进一步加大 ,使多频率线的跟踪更加困难.为此需

要引用 EM算法 (技术) .

3　EM2HMM多频率跟踪算法

　　EM ( Expectation2Maximization)算法是 Dempster 等提出 ,用

以在给定“不完全”数据下求解极大似然估计问题 [10 ] . Feder

等将 EM算法用于波到达方向 (DOA)和频率估计 [8 ] . 1998年

Frenkel和 Feder以 EM算法为核心提出多时变参数和多目标

跟踪算法的框架[9 ] . EM算法的收敛性问题可参见文[10 ,11 ] .

EM算法本是用以解决多参数的极大似然估计问题的.我

们将简单论证此思想也可用于解多频率线跟踪的极大验后估

计问题 ,并严格地 (而不是启发式地)得到 EM2HMM多频率线

跟踪算法.

在多频率线问题中 ,定义 K时段的频率向量

ωK = (ω1 K , ⋯,ωpK , ⋯,ωmK) T (23)

给定量测向量序列

OT = { ZK , K = 1 ,2 , ⋯NT} (24)

要寻求频率向量序列的极大后验估计

　　　{ω̂K} = arg max Pr ({ωK} | { ZK} ) = arg max PA ({ωK} )

(25)

这里　PA ({ωK} ) = f ( OT| {ωK} ) f ({ωK} ) (26)

引用 EM算法的思路 ,将{ ZK}看成是不完全数据的序列.引入

“完全数据”序列{ XK , K = 1 , ⋯, NT} ,其中 Mm维列向量

XK = ( xT
1 k , xT

2 k , ⋯, xT
mk) T (27)

而 M维列向量 XpK满足

XpK = SpK + NpK , p = 1 , ⋯, m (28)

其中零均值高斯复白噪声向量 NpK满足

∑
m

p =1

NpK = NoK (29)

又令 NpK , p = 1 , ⋯, m互相独立 ,而且各向量的分量间也互相

独立 ,则由式 (29) ,可知 NpK等的实部和虚部方差阵为

var( Re ( NpK) ) = var( Im ( NpK) ) =βpσ
2
cI (30)

而且　 ∑
m

p =1

βp = 1和βp Ε 0 (31)

所以 ZK = ∑
m

p =1

XpK = HXK (32)

这里不可逆变换矩阵 H = [ I　I　⋯　I
m个

] (33)

I为M×M单位阵.

这里有二个样本空间 Z和 X以及从 X到 Z间的不可逆

变换 H.量测序列 OT = { ZK}是 Z中的实现 ,而相应的{ XK}则

不能直接观测 ,只知道 XK处于 X中满足 ZK = H ( XK)的一个

子集中.

取条件概率密度

　　f X ({ XK} | {ωK} )

= f X| Z ({ XK} | {ωK} , { ZK} ) f Z ({ ZK} | {ωK} ) 　Π H ( XK) = ZK

对上式取对数 ,在已给定 { ZK}和在 {ωK}取某一给定序列

{ωK′}下 ,对二边取条件期望 ,再在二边加上 log ( f ({ωK} ) ) =

∑
m

p =1

logf ({ωpK} )

得　log f Z ({ ZK} | {ωK} ) + logf ({ωK} )

= E[log f X ({ XK} | {ωK} ) | { ZK} ,{ω′K} ] + ∑
m

p =1

lof f ({ωpK} )

- E[log f X| Z ({ XK} | {ωK} ,{ ZK} ) | { ZK} ,{ω′K} ] (34)

上式左边正是 log PA ({ωk} ) ,所以

log PA ({ωK} )

= U ({ωK} ,{ω′K} ) + ∑
m

p =1

logf ({ωpK} ) - V ({ωK} ,{ω′K} ) (35)

这里　U ({ωK} , {ω′K} ) = E [ log f X ({ XK} | {ωK} ) | { ZK} ,

{ω′K} ]

V({ωK} , {ω′K} ) = E [ log f X| Z ({ XK} | {ωK} , { ZK} ) | { ZK} ,

{ω′K} ]

42 　　电　　子　　学　　报 2002年



根据 Jensen不等式 ,对任意的{ωK}都有

V ({ωK} ,{ω′K} ) Φ ( V ({ω′K} ,{ω′K} ) (36)

所以如果某一序列{ωK} ,满足

　　U ({ωK} ,{ω′K} ) + ∑
m

p =1

logf ({ωpK} )

　　> U ({ω′K} ,{ω′K} ) + ∑
m

p =1

logf ({ω′pK} ) (37)

则 log PA ({ωK} ) > log PA ({ω′K} )

于是可以用以下的迭代算法来求得{ωK}序列的极大验

后估计.设第 n次迭代结果得到{ωK} n ,则第 n + 1次迭代进

行以下二步计算

E step　计算 U ({ωK} ,{ωK} n)

M step　求{ωK} n + 1 = arg max ( U ({ωK} ,{ωK} n)

+ ∑
m

p =1

·logf ({ωpK} ) (38)

如此往复 ,直至收敛.在 ZK和 XK为联合高斯分布 ,且 ZK和

XK间为线性变换关系时 , Feder 等[8 ]给出了 U (·,·)的计算

式.在这种情况下 ,设{ω′K} = { (ω′1 K , ⋯,ω′pK , ⋯ω′mK) T}已

给定 ,则在 E Step ,有

　　U ({ωK} ,{ω′K} )

= e -
1

2σ2
c
∑
m

p =1
∑
N

T

K=1

( X′pK - SpK) H ( X′pK - SpK) /βp) (39)

这里 e为和ωK无关的常数. SpK与ωK有关 , X′pK的计算如下 :

X′pK = S′pK +βp ( ZK - ∑
m

p =1

S′pK) (40)

将ω′pk代入式 (10)～ (16) ,可求得上式的 S′pK.

在已得出的 X′pK基础上 ,M step是求{ωK}使下式极大化

∑
m

p =1

( -
1

2σ2
cβp
∑
N

T

K=1

( X′pK - SpK) H ( X′pK - SpK) + log f ({ωpK} ) )

(41)

上式指出 ,在M step只需分别求{ωpK} ,在已给的{ X′pK}下 ,使

-
1

2σ2
cβp
∑
N

T

K=1

( X′pK - SpK) H ( X′pK - SpK) + log f ({ωpK} )

达到极大.与式 (21)比较 ,可见这个求极大化的对象和在量测

序列为{ X′pK}时的单频率线问题完全一样 ,可以分别调用单

频率线跟踪算法来完成.因此 ,在 M Step ,各个信号的跟踪可

以并行计算.

这样 ,引用了 E2M技术和 HMM方法 ,多频率线的跟踪自

然地变成了 EM2HMM算法.更确切些 ,应简写为 E2MHMM( Ex2
pectation2Maximization Based on Hidden Markov Model) .

4　EM2HMM跟踪算法的初始估计 ,仿真结果

　　采用 EM技术 ,每次迭代都保证验后概率渐增.但是不能

保证收敛到总体极点 ,可能只收敛到一个局部极点.因此初始

估计极为重要.仿真计算表明 ,随意给出的初始估计不能保证

得到满意的结果.注意 ,这里的初始估计是估计 m 个频率序

列.下面给出二个求初始估计的方法 ,仿真表明 ,它们是可行

的.现以双频率线跟踪为例说明.

方法 1　(1)首先以{ ZK}为量测序列 ,运行一次单频率线

跟踪算法 ,得到单频率估计序列.以此作为信号 1的初始估计

序列{ω1 k} ;

(2)根据{ ZK}和{ω1 k}按下述规则 ,得到新的序列{ Z′K} :

Z′K = ZK - bS′1 K (42)

其中 S′1 K = ZK ( iω) E′1 K (43)

将ω1 k代入式 (11)得 E′1 K. ZK ( iω)是 ZK的第 iω分量. iω是ω1 k

所在小频区 (bin)号 ,0 < b < 1.对双频率线情形 ,可取 b = 015 ;

(3)以{ Z′K}作为量测序列 ,再运行一次单频率线跟踪算

法 ,所得结果 ,就作为信号 2 的初始估计序列{ω2 k } .这种方

法 ,实际上就是在文[7 ]中提出的“二次扫描方法”.

方法 2　(1)先以{ ZK}为量测序列 ,运行单频率线跟踪算

法 ,得{ω1 k} .此作为信号 1的初始估计序列 ;

(2)对信号 2 ,取其初始估计序列所对应的状态序列为全

0 ;方法 2的基本思路 ,就是让信号 2的估计 ,稍迟一拍.作为

补偿 ,在 E step中 ,可以取β1 <β2 .

需要指出 ,跟踪系统输出的频率线轨迹具有混合性质.估

计关联 (estimates association)问题 ,需另行解决.可参看文 [2 ,

3 ].

现给出仿真计算结果.信号模型见式 (2) .其中 m = 2 , A1 K

= 019 , A2 K = 111.测量噪声为零均值复高斯平稳白噪声 ,其实

部和虚部的标准差σ= 111207. NT = 40 , N = 32.取被跟踪信号

频率为

ω1 K = 2πI1 K/ N ,ω2 K = 2πI2 K/ N , K = 1 , ⋯, NT

其中 , I1 K = �I1 K +ε1 K , I2 K = �I2 K +ε2 K

{ �I1 K , K = 1 , ⋯, NT} = { 5 ,5 ,5 ,6 ,6 ,6 ,7 ,7 ,7 ,8 ,8 ,8 ,9 ,9 ,9 ,8 ,8 ,

8 ,7 ,7 ,7 ,6 ,6 ,6 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,6 ,6 ,6 ,7 ,7 ,7 ,8 ,8 ,8 ,9} ,和{ �I1 K ,

K = 1 , ⋯, NT} = { 9 ,9 ,9 ,8 ,8 ,8 ,7 ,7 ,7 ,6 ,6 ,6 ,5 ,5 , 5 ,6 ,6 ,6 ,7 ,

7 ,7 ,8 ,8 , 8 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 8 , 8 , 8 , 7 , 7 , 7 , 6 , 6 , 6 , 5}都是整数序

列.这里 ,作者以ε1 K和ε2 K表征实际频率偏离信号所在小频区

(bin)中心的程度.取{ε1 K}和{ε2 K}为相互独立且在 ( - 015 ,

015)上均匀分布的独立随机序列.这样可以较客观地评价系

统的量化误差和跟踪性能.

假设系统跟踪范围所复盖的频带为 (2πi1/ N , 2πiM/ N) ,

其中 i1 = 3 , iM = 12.以测量数据 FFT的第 3到 12共 10条谱线

的复振幅构成量测向量 ZK.应用 EM2HMM算法 ,分别在 Ko =

1和 Ko = 4下 ,处理同一组数据 ,求得角频率估计序列.与真

实频率相比较 ,计算整个跟踪过程的均方误差.在同样条件下

(但测量噪声序列和{ε1 K} , {ε2 K}有不同的实现)重复 50次 ,

计算跟踪的均方误差的平均值 ,得表 1数据 .

表 1　频率跟踪均方误差比较(σ= 111207)

EM2HMM算法　Ko = 1 EM2HMM算法　Ko = 4 文献[3 ]的算法

010157 010107 010145

　　为了比较 ,以文献 [3 ]中算法处理同样的数据 ,得到跟踪

均方误差的平均值 ,也列在表 1中.在使用文献[3 ]的算法时 ,

假设已知信号振幅平均值 A = 1.从表 1数据可见 ,在 Ko = 4

( Ko = 4表示每个 bin均分为 4个 cell)时 , EM2HMM算法的估

计精度明显优于文 [3 ]的算法.这当然是因为在误差中 ,量化
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误差所占成分减少了.另外 ,计算时间也减少很多.

表 1数据是在第二种给出初始估计方法下得出的 .使用

第一种方法也得到类似结果.以上都说明 ,本文给出的算法是

有效的.
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